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三维离散块体边-边接触模拟 
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摘  要：任意形状块体的接触模拟是发展三维不连续变形分析方法（3D-DDA）的关键问题。提出了三维离散块体单元的    
边-边接触模型，并给出了边-边接触进入面的判定方法和嵌入准则。基于矢量分析和罚函数法，推导了接触子矩阵的表达式，

算例分析结果表明了该模型的有效性。 
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Edge-to-edge contact simulation for three-dimensional distinct block system 
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Abstract: A contact theory governing the discontinuous contacts between arbitrarily shaped polyhedral blocks is a major component 
of three-dimensional discontinuous deformation analysis method (3D-DDA). An edge-to-edge contact model, which forms a part of 
the contact theory, is proposed. Details are given including the detection of edge-to-edge contact type, judging of the first entrance 
faces, and the criteria for inter-penetration. Contact submatrices are derived by vector analysis and the penalty function method. This 
edge-to-edge contact model has been implemented into a 3D-DDA computer program. Two verification cases demonstrate the 
validity of the model and the capability of 3D-DDA to deal with large movements and multi-block interaction. 
Key words: 3D-DDA; edge-to-edge contact; entrance faces; criteria for inter-penetration 
 

1  引  言 

二维有限元法提出后不久就成功地推广为三维

有限元法，但把不连续变形分析方法(DDA)从二维

推广到三维比有限元复杂得多。近年来国内外一些

学者开始致力于三维 DDA 的研究，并且发表了相

应的成果。文献[1]在二维基础上推导了三维 DDA
的理论公式，给出了各子矩阵的具体表达式；文献

[2]探讨了三维 DDA 基本原理，并进行了块体的倾

倒破坏分析；文献[3]在一阶线性位移模式条件下，

基于最小势能原理建立了三维 DDA 正分析模型；

文献[4]发展了一个为三维块体建模的前处理器。

DDA 的关键是建立离散块体的接触进入理论，考虑

到岩体中节理、裂隙等结构面大多可以视为由面-
面接触组成，文献[5]提出了三维 DDA 的点-面接触

模型，重点讨论了三维块体的角-面、边-面以及面-

面接触；对于角-角、角-边、边-边等非光滑接触问

题，文献[6]提出利用离散元的“公共面”作为 DDA
的“进入面”，但其做法值得商榷。与离散元显式的

中心差分格式不同，DDA 采用隐式法，在同一个时

步内接触点的侵入位置和侵入距离可能会发生变

化，需反复迭代求解，也就是说，DDA 的接触侵入

位置(或称之为“进入面”)并不是唯一的，与“公

共面”有着明显的不同。作为三维 DDA 接触理论的

一部分，本文在点-面接触模型的基础上，进一步发

展了三维块体边-边接触模拟方法和求解技术，并基

于矢量分析和罚方法给出了详细的理论推导。 

2  三维 DDA 的基本原理 

2.1 块体位移及变形 
DDA 分时步进行计算，大位移和大变形是由小

位移、小变形累加而成。假定每个时间步满足小位
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移、小变形条件。设每个块体处处具有常应力、常

应变，块体的运动及变形由 12 个独立的变形参数 
确定： 

   T
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 (1) 
块体中任意点（x , y, z）的位移可由变形变量
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式中   0 0 0, ,u v w 为块体质心  0 0 0, ,x y z 的刚体平

移；  0 0 0, ,   为块体绕 x , y, z 轴的转角； 
 , , , , ,x y z xy yz zx      为块体的 3 个正应变和 3 个剪应

变。 
2.2 总体平衡方程 

通过块体之间的约束和作用在各块体上的位移

约束条件，把若干个单独的块体连接起来，并构成

一个块体系统。假设所定义的块体系统有几个块体，

联立平衡方程具有如下形式： 
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因为每个块体有 12 个自由度，所以式（4）的

系数矩阵中，每个元素 kij 为 12×12 阶子矩阵；Di

和 Fi为 12×1 阶子矩阵，Di为块体 i 的变形变量；

Fi为块体 i 分配到 12 个变形变量的荷载。子矩阵[kii]
与块体 i 的材料特性有关，[kij]（i≠j）则由块体 i
与块体 j 之间的接触和约束条件决定。 

由给定的常应变位移模式，根据变分原理，总

体平衡方程可以通过对应力及外力(包括惯性力和

阻尼力)作用下的总势能 P 求导得出，即总势能最

小： 

2

  ( , 1,2,3, 12)P
ij

ri sj

k r s
d d
 

 
 

          (5) 

  0|  ( 1,2,3, 12)
i

P
i D

ri

F r
d 


  


         (6) 

3  三维块体边-边接触的模拟 

3.1 进入面的判定和嵌入准则 
对于三维块体的边-边接触，根据 2 条接触边的

几何关系可以划分成如下 2 种基本类型： 
(1) 2 条接触边平行，如图 1(a)和图 1(b)所示。

此时三维的边-边接触和和二维的角-角接触是类似

的，对如图 1(a)所示的情形，边-边接触可以转化成

2 个二维的凸角与凸角的接触。对如图 1(b)所示的

情形，边-边接触可以转化成 2 个二维的凸角与凹角

的接触。对每一个接触而言，存在 2 个进入面，有

关进入面的判定和嵌入准则可参考文献[7]，所不同

的是二维的进入线变成了进入面，即进入线所在的

平面。 
(2) 2 条接触边不平行，如图 1(c)所示。此时只

存在一个进入面，即由 2 条接触边 1 2PP 和 3 4P P 所组

成的平面，块体发生相互侵入的充要条件，即嵌入

准则为 

1 2 3 4 3 1( ) 0PP P P P P  
  

            (7) 

  

图 1 边-边接触模型 
Fig.1  Edge-to-edge contact model 
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3.2 接触子矩阵 
对于边-边接触这类非光滑接触，只需在接触点

和进入面之间设置法向弹簧阻止块体相互侵入，没

有剪切弹簧和摩擦力子矩阵被需要。 
(1) 2 条接触边平行。如图 1(a)所示，假定 1P 是

块体 i 的一顶点，平面 3 4 5P P P 是进入面，记 ( , , )i i ix y z
和 ( , , )i i iu v w 分别为顶点 ( 1,3,4,5)iP i  的坐标和位

移，n

为进入面 3 4 5P P P 的外单位法向矢量，则点 1P 到

进入面的的法向距离为 
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式中 
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如果点 1P 侵入进入面 3 4 5P P P ，则 nd 为负值。由

于点 1P 属于块体 i，点 3P ， 4P ， 5P 属于块体 j，代

入位移公式(2)可得 
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假定点 1P 和进入面 3 4 5P P P 之间有一法向弹簧，

记其刚度为 np (数学上称之为罚参数，其值一般为

10E～1 000E，E 为块体弹性模量)，则接触弹簧的

应变能为 
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对 n 求导使其极小化，可得 4 个 12×12 阶子

矩阵和 2 个 12×1 阶子矩阵并分别加到总体平衡方

程（4）的子矩阵[ ],[ ],[ ],[ ],[ ]ii ij ji jj iK K K K F 和[ ]jF 中。 
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(2) 2 条接触边不平行。值得注意的是，此时的

进入面由接触的 2 条边 1 2PP 和 3 4P P 组成，并不属于

任何一个块体的表面，如图 1(c)所示。记 n

为进入

面的外单位法向矢量(由块体 i 指向块体 j)，则点 1P
到进入面的的法向距离为 
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其中 
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如果 2 个接触块体有相互侵入，则 nd 为负值。

由于点 1P ， 2P 属于块体 i，点 3P ， 4P 属于块体 j，
代入位移公式(2)可得 
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假定点 1P 和进入面之间有一法向弹簧，记其刚

度为 kp ，则接触弹簧的应变能为 
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对 k 求导使其极小化，可得 4 个 12×12 阶子

矩阵和 2 个 12×1 阶子矩阵，并分别加到总体平衡

方程（4）的子矩阵 [ ],[ ],  [ ],  [ ],  [ ]ii ij ji jj iK K K K F 和

[ ]jF 中。 
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4  数值算例 
4.1 多体运动 

为了检验本文所发展的边-边接触模型，特意构

造了一个含有 2 类边-边接触问题的离散块体系统。

如图 2 所示，模型几何尺寸为 5 m5 m5 m，底

面固定，荷载为块体自重，块体接触界面摩擦角
020  ，凝聚力 c = 0。图 3 给出了时步为 300 时

的计算结果。从图中可以看出，所有的接触，包括

边-边接触，没有相互侵入发生，块体系统发生的运

动及变形情况是符合实际的，这个例子也反映了

DDA 在多体动力学仿真分析方面的能力和优势。 

 
z 

x  
图 2 离散块体系统 

Fig.2  A system of multi-block 
 

z 

x 
 

图 3  300 时步的计算结果 
Fig.3  Large movement of multi-block 

system at 300 time-step 
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4.2 节理岩柱 
如图 4 所示，岩柱型的几何尺寸是 5 m×5 m×

10 m，受到 2 组节理面（40°∠30°∠；120°∠

60°）的切割，所有节理面的摩擦角和凝聚力被假

定为 0。该计算模型底部边界被施加固定约束，其

他边界自由，在变形之前共含有 30 个第 1 种类型的

边-边接触。图 5 给出了时步为 500 时的计算结果。

从图中可以看出，节理岩柱的变形行为以及最后的

失稳解体主要受其结构面的空间特性所影响和控

制。 

 
z 

x  
图 4 节理岩柱 

Fig.4  A column of jointed rock 
 

 z 

x  
图 5  500 时步计算结果 

Fig.5  Deformation of the column at time-step 500 
 

5  结  论 

发展三维 DDA 的关键是解决接触问题，必须

发展一个可以控制许多三维块体相互作用的完善的

接触理论。作为这个理论的一部分，本文建立了三 
 

维块体的边-边接触模型，给出了边-边接触进入面

的判定方法和嵌入准则，并基于空间矢量分析和罚

函数法详细推导了接触子矩阵，算例分析结果表明

了该模型的有效性。 
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